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Trigonometria Analitica

Seccion 6.6
Funciones trigonomeétricas
Inversas



Funciones Inversas

« Recordar que para
una funcion, f, tenga
inversa , f-1, es
necesario que f sea
una funcion uno-a-uno.

o Una funcion, f, es

(4

UNO-a-uno i Para Funcion que es uno-a-uno
cada a#benel R
dominio de f, f(a) # [ /
f(b). o \ L / |

o (Cualesquiera dos x R Y A
diferentes producen * 3 \%E B
dos y's diferentes.) S SR

. . . . e . . .
Funcion que NO es uno-a-uno



Funciones Inversas

« La funcidn
inversa, f-1,
Invierte la
correspondencia
dada porf.

» Esto es, si el par
ordenado (u,Vv)
pertence af,
entonces (v, uU)
pertenece f-
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Relacion entre fy f

El dominio de f-les el campo de valores de f
El campo de valore se -1 es el dominio de f
f(f~1(x)) = x para cada x en el dominio de f-!
f(f~1(y)) = y para cada y en el dominio de f

El punto (a,b) pertenece a la graficade fsiy
solo si el punto (b,a) pertenece a la grafica de
f—]

Las graficas de -1 y f son reflexiones sobre la
rectay =X, la una de la ofra.



Funcion Inversa del Seno

Las funciones trigonometricas, en general,
son periodicas, y por lo tanto NO son uno-o-
uno.

Sirestringimos el dominio de la funcion del
seno al intervalo [-11/2, 11/2], entonces
obtenemos una funcion creciente en fodo
el intervalo y por lo tanto, uno-a-uno .

En este intervalo, la variable y asume 1odos
los valores de la funcion del seno una sola
vez.




Figure 1

Funcion del seno —
dominio restringido

.



Funcion inversa del seno

Si la funcidn del seno se restringe a el dominio
[-11/2, T1/2] Yy su campo de valores es [-1, 1]

La funcidn inversa del seno, se define como
y=sin""x,siysolosix=siny
para —1<x<1; —Z<y<~
(En palabras, y es el numero real (o el dngulo)
en [-11/2, 1/2] cuyo seno es igual a x.)
Nofa: sin! x fambién se denota arcsin x



Comentarios sobre el
rango de sin"'x
« AUunQue €es cierto gue sin%” = % se debe

. 1 5 5 y
notar que sin~? (E) * ?” ya que ?” NO estd
en el campo de valores del sin™1x.

._11 T
* Sin E=g



Valores del seno inverso

Ecuacion Enunciado equivalente Solucion
— giﬂ_] L S‘i[] = L and _i =V = i — E
2 B 2 T2 T e
= sin"'| —— siny = _ 1 and ———<y=—L _ T
y = sin y 5 S =Y=5 Y 6
T T T
= sin”' (1 siny = 1 and ——=y=— = —
y = sin~" (1) sin y n Sy SYSES YT
y = arcsin (0) siny = 0 and —%5_}:5% y =0
. " V3 q T _ _T T
= arcsin | ——— siny= ——— and ——=y=— —
: ) > )y TYE YT




Propiedades de la inversa
del seno

« Las propiedades generales de la funcidn
Inversa, nos dan |la siguientes propiedades

(1) sin (sin”'x) = sin (arcsinx) = x si —1 =x = |

(2) sin~! (sin y) = arcsin (siny) = y si _?""' =y= %



Ejemplo

« Hallar el valor exacto:

1 2
(a) sin (sin‘l 3) (b) sin™! (sin %) (c) sin™' (sin Tﬂ-)

Solucion :
(a) Podemos identifcar las soluciones de dos
formas.
oPodemos determinar sin'' Y2 (el valor numeérico
CUYO Seno €s '2), 0 sea 11/6
oluego evaluamos sin (11/6), que es 'x.




Solucion (cont’d)
«Ofra forma es aplicar la propiedad de sin! :

1 . . 1 Iy 1
oComo _1SES1' S111 (Sll‘] ];) =3

sin”~! Sini
(D) ( 4)

como —-T1/2 < 11/4 < 11/2, podemos usar la
oropiedad de sin! para obtener

sin”™! sini 21.
4 4



Solucion (cont)

2
(C) sin” (sin ;)

« Como 21r/3noestaden[-11/2,1/2], NO
podemos usar la propiedad de sin! dada
anteriormente.

« En este caso, evaluaremos la expresion
interna,sin (211/3), y luego usaremos la
definicion de sin'!, como sigue:

sin”! sinz—ﬂ- = sin~ ﬁ -7
| 3 2 3



Ejemplo
Determinar el valor exacto de vy si

31T

y = sin™! (tan T)
Solucion

Evaluamos, primeramente, la expresion
Inferna.

tan (3m1/4) = -1

Luego, hallaomos el seno inverso de ese

nuMmero.
y =sin"1(-1) = — g



Coseno inverso

El dominio de y = cos! se retringe al intervalo
[0, 1] , como muestra la porcion azul de la
siguiente grafica.

Se obftiene una funcidon uno-a-uno ya que es
decreciente en fodo su dominio.

Nuevamente y = cos! x asume todos 10s
valores de la funcion del coseno una sola
vez.

La notaciony = cos! x se lee, 'y es el coseno
inverso de x”" o 'y es el angulo con coseno
igual a x” (con0<y<mm).

y = cos!' tambiéen se denotay = arccos x



Figure 4

Coseno Inverso (cont)

A/

1 y = COS X

=Y



Valores del Coseno

Ecuacion

Solucion

= cos”! 1
R
y = cos"(

y =cos ' (1)

y = arccos (0)

y = arccos (7

[‘\-Jll—

)

V3

)

Enunciado equivalente
I
cosy=? and 0=y =
I
cosy=—? and 0=y
cosy =1 and 0=y
cosy =0 and 0=y
V3
cosy=—Tand 0=y

y=

y:

y:

T
3
2t
3
y =0
T
2
1_57:r
s




Ejemplo
Hallar el valor exacto del sin [aTCCOS (_ g)]

Solucion

Si© = arccos (-%4), entonces usando la
definicionbn de la funcion de coseno
INnverso, fenemos que

COSQZ—§ y 0=6=mw

Por lo tanto 6 estd en el cuadrante 1.



Solucion (cont)
LY

Por el teorema
de pitadgora
tenemos que el
lado opuesto a
OR es

V3 -2 =V0—4=15,

. 2 A V5
SIn | arccos —? — sin 6 :T



Funcion de la tangente

Inversa

« Para que la funcion tangente tenga inversa,
restringimos su dominio al intfervalo abierto
(-11/2, 11/2), para obtener una funcidon
creciente uno-a-uno.

« Usamos esta nueva funcion para definir la
INnversa.

y=tan 'x = arctanx 818 X = tany

. T T
para cualquier numero real X, —— < y < —

2



Properties de la funcion tangente

INnverso

e Tal como ocurrid con sin' y cos!, tfenemos
las siguientes properties for tan!:

(1) tan (tan™' x) = tan (arctan x) = x para toda x

. T T
(2) tan ' (tan y) = arctan (tan y) = y Si 5 <y< 5



Ejemplo

« Hallar el valor exacto:

-

(a) tan (tan~' 1000) (b) tan™' (tan T) (c) arctan (tan )

* . tan(tan™'1000) = 1000

e b tan” tan — | = —
: 4 4

e C. arctan(tan 7) = arctan(0 = 0



Ejemplo
 Hallar el valor exacto de

tan (arctan 3 — arctan 2).
Solucidn:

Digamos que x = arctan 3 ; y = arctan 2

Esto implicaque tan x=3; tany =2

Ademdads, tan (arctan 3 - arctan 2)=tan (x-y)

Usando la formla para la diferencia de adngulos tenemos
que

tan x—tany _ 3-2 1

l1+tan x-tany 1+3-2 1+6

1
tan (x—y)= -



Ejemplo
Hallar el valor exacto de

sin (fan! 2 + cos™! 44).
Solucion:

Digamos que u =tan' 2 ; v=cos! 4

Esto implica qguetanu ="2; cosv =4
Ademds, sin (fan! Y2 + cos! 45) = sin (U + v)
Usando la formula para la suma de adngulos

tenemos que
e sin(u+v) =sinu cosVv + CcosusinvV



Solucion (cont)

De tanu =% De cosVv =4

tenemos que tenemos que
VI | sinv = ¢
7] [ _ 4 H
5 COSV = ¢ 2
1 2

SIHUZECOSU: NG

Ahora sin(u+v) =sinuU CcosV + Cos U SNV
-1, 4,13
V5 5 V5 5
4 3 7 7V/5

(2l



Ejemplo

Determinar el valor de 6, aproximado a la

décima mas cercana.

Solucion:

Debe notar que 6 NO estd
en un tridngulo rectangulo,
pero se forma un tridngulo
recto conlasumadelos
angulos 6 +a. ‘



Solucion

8+22 30 3
40 40 4

0 + tan~1 3
— n —_
a a 1

3 |

9 —_ tan_l (Z) —

22
Como tan(a) = 4_0, =,

tan(6 + a) =

’renemos que .

11\ 4




Solucién (cont)

Solucion:

_ - 11

o = tan >0
3 (11
—tan—1(2) -1 2
6 = tan < 4) tan (2 0)

Usando la TI-89, podemos aproximar -

0 = tan'ic 75) - tand( 1 1/29)
.140658 4
Que en grados es 4
. 1406 - 189 4
8

o U



